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Робота присвячена розробці спрощеного критерію оцінки вигляду напружено-деформованого 
стану суцільного середовища для вирішення просторових задач. Критерій оцінки вигляду напружено-
деформованого стану може використовуватись для аналізу взаємодії деформаторів із різними 
матеріалами та середовищами, які можуть бути формалізовані як суцільні середовища. 

Ключові слова: критерій, напружено-деформований стан, суцільне середовище, енергомісткість 
Ф.9. Літ. 2. 
 

1. Вступ 
У багатьох процесах, пов’язаних з дослідженнями напружень та деформацій у середовищі, що 

виникають при дії на нього робочих органів машин, постає питання про вигляд напружено-
деформованого стану середовища. Мова йде про визначення напружень і деформацій, які 
превалюють у тій чи іншій точці (тут і далі для скорочення під точкою середовища розумітимемо 
елементарний об’єм) середовища, тобто, який вид напружень у ній превалює: стискання, розтягнення 
чи зсув. Превалювання того чи іншого виду напружень і, відповідно деформацій, зумовлює зміну 
фізико-механічних властивостей середовища та енергомісткість процесу цієї зміни [1].  

У задачах плоского напруженого стану превалювання того чи іншого напруження 
вирішується просто, оскільки напружено-деформований стан характеризується трьома складовими. В 
площині XOY  співвідношення між напруженнями (якщо головні напруження співпадають із 
напрямками осей) мають вигляд (рис.1):  

 
Рис. 1. Схема напружень для випадку плоского напруженого стану 
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,sincos 22  yx     2sin
2
1

xy     (1) 

Аналіз ф.1 засвідчив, що встановлення взаємозв'язку напружено-деформованого стану 
оброблюваного матеріалу для випадку однієї площини не зумовлює складнощів [2]. 

Тоді як встановлення просторового напружено-деформованого стану зумовлює 
функціонального використання дев’яти компонентного тензора напружень (рис.2) [3]: 

 
Рис. 2. Схема дії напружень на елементарний об’єм 
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Повний тензор напружень (2) може бути розкладений на гідростатичну T  і девіаторну D   

складові:  

0 0
0 0
0 0

m

m

m

T






 
   
 
  ,  



















zxyxz

yzyxy

xzxyx

S
S

S
D









,   (3) 

де 
3

x y z
m

  


 
 , x x mS    , y y mS    , z z mS    . 

Вигляд напруженого стану для просторової задачі визначається кутом виду напруженого 
стану w  та параметром Лоде-Надаї  . 

Кут вигляду є функцією інваріантів девіатора напружень: 
3

3
2

2

3 3 ( )cos3
2( ( ))

I Dw
I D





  ,      (4) 

де 3 ( )I D , 2 ( )I D  – другий та третій інваріанти девіатора напружень, значення яких мають 
вигляд: 

1( ) x y zI D S S S    ; 

2 2 2 2 2 2
2

1( ) ( ) ( ) ( ) 6( )
6 x y y z z x xy yz xzI D                    ; 

 1( ) x y zI D S S S        (5) 
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Значення величини w  лежить у межах 0
3

w 
  , при чистому розтягненні 

3
w 
 , стисканні – 

0w , зсуві – 
6

w 
 . 

Параметр Лоде-Надаї має значення: 

3 ( )
3

ctg w 
   ,  1 1   ,      (6) 

за 1    – чисте розтягнення, 1   – стискання, 0   – зсув. Графічно зміни цих величин 
наведені рис. 3 а, б. 

Застосування залежностей (4) та (6) для аналізу вигляду напруженого стану пов’язане з 
певними труднощами, оскільки кожне зі значень компоненти напружень для точки простору має 
свою складну функціональну залежність координат та властивостей середовища. Нами зроблена 
спроба спрощення критеріїв вигляду напруженого стану для можливості їх використання в практиці 
аналізу процесів взаємодії робочих органів із суцільним середовищем. 

Так, за результатами досліджень В. В. Новожилова [4], інтенсивність дотичних напружень 
пропорційна середньому квадратичному значенню дотичних напружень. У свою чергу, інтенсивність 
дотичних напружень 2 ( )I I D  , тому у виразі (4) знаменник спрощується й замість 2 ( )I D  можна 
записати I . З урахуванням вищезазначеного, вираз (4) у розгорнутому вигляді  виглядатиме так: 

2 3
2 2 2 4

( )( )( )1 arccos[ ]
3

6 3( )

x m y m z m

xy xz yz

w
     

  

  
 

 
 .     (7) 

 

               
а)                                                                       б) 

Рис. 3. Графіки змін параметрів w  (а) та   (б), розрахованих за залежностями (4) та (6) 
 

Значення коефіцієнта 2  змінюється відповідно:  

)
3

(3 22


  wctg
 .   (8) 

Графіки зміни значень цих коефіцієнтів наведені на рис. 4 а, б.  
Проте, навіть у формі виразів (7) та (8) критерії вигляду напруженого стану мають складний 

вигляд. Фізична суть критеріїв не зміниться якщо в чисельнику виразу параметра Лоде-Надаї 
замінити третій інваріант девіатора напружень першим і знехтувати тригонометричною функцією [5]. 
В цьому випадку кінцева функція компонентів напружень значно спрощує свій вигляд і може з 
успіхом використовуватись для визначення вигляду напруженого стану середовища. 
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а)                                                                    б) 

Рис. 4. Графіки змін параметрів w  (а) та   (б) розрахованих за залежностями (7) та (8) 
 

Недоліком спрощеного таким чином критерію є невизначеність абсолютних крайових 
значень, які характеризують чисте розтягнення та чисте стиснення, але в цьому випадку чистому 
зсуву відповідає значення критерію 3 0   [6]. Значення 3  зі знаком “-“ відповідає превалюванню 
напружень розтягнення, знак “+” 3  відповідає превалюванню стиснення. Функція критерію в 
розгорнутому вигляді представлена рівнянням (9), а графічне її зображення для різних за величиною 
нормальних компонент напружень представлена на рис. 5. 

             
Рис. 5. Графіки змін спрощеного критерію вигляду напруженого стану для різних співвідношень 

нормальних та дотичних напружень 
 

2 2 2

3( )
3

2
x y z

xy yz xz

  


  

 
 

 
  .          (9) 

 
2. Висновки 

Аналіз графіків змін критеріїв вигляду напруженого стану, наведених вище, свідчить про 
можливість застосування спрощеного критерію вигляду напруженого стану для досліджень 
напружено-деформованого стану суцільного середовища в прикладних дослідженнях. 
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ОБ УПРОЩЕНИИ КРИТЕРИЯ ВИДА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 
Работа посвящена разработке упрощенного критерия оценки вида напряженно-

деформированного состояния сплошной среды для решения пространственных задач. Критерий 
оценки вида напряженно-деформированного состояния может использоваться для анализа 
взаимодействия деформаторов с различными материалами и средами, которые могут быть 
формализованы как сплошные среды. 

Ключевые слова: критерий, напряженно-деформированное состояние, сплошная среда, 
энергоемкость. 

Ф. 9. Лит. 6. 
 

ON SIMPLIFICATION OF THE CRITERION OF THE TYPE OF STRESS-DEFORMED 
CONDITION OF A CONTINUOUS MEDIUM 

The paper presents the research results of development of a simplified criterion for estimating the 
type of stress-strain state of a continuous medium for solving spatial problems. The criterion for 
evaluating the type of stress-strain state can be used to analyze the interaction of deformers with various 
materials and media that can be formalized as continuous media. 

Keywords: criterion, stress-strain state, solid medium, energy intensity. 
F. 9. Ref. 6. 
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