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В роботі пропонується методика розв’язання прикладних задач для підготовки технологічних 

процесів механічної обробки на верстатах з числовим програмним керуванням (ЧПК) профільних 
поверхонь різного типу з метою забезпечення їх подальшого точного сполучення. Зокрема, досліджується 
питання оптимального покриття профілем «рівносторонній трикутник» профілю «круг» зі спільним 
центром вказаних профілів. Дані задачі є актуальними під час обробки деталей роторно-поршневих 
двигунів внутрішнього згоряння, деталей профільних з’єднань з рівновісним контуром та в інших схожих 
технологіях. В роботі отримано значення функції, що визначає різницю площ, по якій дані профілі не 
співпадають, проведено дослідження функції на екстремальність, встановлено дві точки її екстремуму в 
області визначення, показано, що в одній з цих точок функція набуває мінімального, а в іншій – 
максимального значень. Встановлені умови такого екстремального покриття одного профілю відповідно 
іншим профілем, приведено рисунки для постановки та рішення поставленої задачі, зроблено висновки. 

Ключові слова: автоматизація, технологічний процес, механічна обробка, площа круга, площа 
рівностороннього трикутника, екстремальність функції. 

Ф. 15. Рис. 2. Літ. 11.  
 

1. Постановка проблеми 
Актуальною як з точки зору теорії так із ряду конкретних практичних застосувань є задача 

екстремального (мінімального та максимального) покриття однієї плоскої геометричної фігури 
іншою [1 – 8], зокрема, покриття площею круга площі іншої за геометрією фігури, такої як 
рівносторонній трикутник (рис. 1). Подібні задачі розв’язуються у процесі підготовки механічної 
обробки на верстатах з ЧПК виконавчих елементів роторно-поршневих двигунів внутрішнього 
згоряння [9], а також деталей профільних з’єднань з рівновісним контуром [10]. В якості основного 
критерію такого ефективного покриття однієї фігури іншою логічно пропонується обрати такий 
показник як значення екстремальної площі [1, 2, 6], по якій вказані геометричні фігури не 
співпадають. Встановленню таких екстремальних значень деякого аргументу в межах області 
визначення функції, по якій вказані фігури не співпадатимуть, присвячені дослідження даної роботи. 
 

2. Аналіз останніх досліджень та публікацій 
Пошуку та дослідженню екстремальних значень певних математичних функцій однієї чи 

декількох змінних, що визначаються умовами конкретних задач, присвячені роботи [2 – 6], такі 
дослідження пропонуються в техніці, зокрема, в енергетичних [7], економічних [8, 11] роботах. 

Результати даної роботи є логічним продовженням досліджень, проведених автором в роботі 
[1], в якій розглянуто оптимальне взаємне розташування заданих геометричних фігур, загальна 
площа, по якій ці фігури не співпадають, оптимізується. 
 

3. Мета досліджень 
Основною метою проведених в роботі досліджень за допомогою апарату диференціального 

числення це встановлення певних геометричних умов, при яких загальна площа, по якій не 
співпадають площа круга з площею рівностороннього трикутника зі спільним центром. 

 
4. Основні результати досліджень. 

Нехай маємо рівносторонній трикутник АВС зі стороною α, площу якого покриває інша 
площа, а саме, площа круга  радіуса r зі спільним центром цих двох фігур (рис. 1). 
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Маємо OН=OT=OP= r, АВ=АС=ВС= α. Точки Н, T, P можуть змінюватись в залежності від 
зміни радіуса самого кола або від зміни довжини сторони рівностороннього трикутника. Тому кут β, а 
це кут між катетом OR та гіпотенузою OН прямокутного трикутника ORН теж буде величиною 
змінною. Очевидні з рисунка межі, в яких можлива зміна вказаного кута β, а саме: 0< β <600, оскільки 
кут ROН=600. 

В введених позначеннях мають місце очевидні тригонометричні співвідношення: 
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Рис. 1. Рівносторонній трикутник АВС зі стороною α, площу якого покриває площа круга  
радіуса r зі спільним центром 

 
В якості частини площі, по якій не співпадають вказані геометричні фігури, як це показано на 

рисунку, приймемо площу S=S1+S2. Тоді, очевидно, вся сумарна площа, по якій фігури не 
співпадатимуть, буде дорівнювати 3·S. Для складових доданків шуканої площі з використанням 
відповідних геометричних формул маємо наступні рівності 
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Таким чином сумарна площа  набуде значення 
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Провівши в останній рівності тотожні алгебраїчні перетворення з використанням 
співвідношення (1), отримаємо остаточний для подальшого дослідження вигляд функції змінної 
площі S за допомогою формули (5): 
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В цьому останньому співвідношенні (5) маємо запис функції S, залежної від аргументу β. 
Таким чином, залишається дослідити на існування екстремальних значень отриману функцію. 
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Тому спочатку знайдемо значення першої похідної отриманої функції по її аргументу β і 
прирівняємо значення цієї похідної до нуля: 
                                                            .0)2cos32sin322(2   rS                                         (6) 

З  отриманого рівняння (6) маємо наступну рівність відносно невідомого аргументу β 
                                    .0cos2sin2sin3cos3cossin34 2222                             (7) 

Використовуючи відомі тригонометричні перетворення, рівність (7) трансформується в 
наступну 
                                                                     01345 2   tgtg                                                            (8) 

Рішимо отримане квадратне рівняння відносно tg : 

Маємо .0172 D  Тоді невідомі рішення рівняння (8) будуть наступними 
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Оскільки 73,13600 tg , тому ці обидва значення будуть входити до області можливих 
значень β. 

Характер найдених можливих екстремальних значень кута β встановимо за допомогою 
пошуку та дослідження другої похідної функції S. Маємо 
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Знайдемо знаки похідної другого порядку в обох точках β1,2 можливого екстремуму 
досліджуваної функції 
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Оскільки значення другої похідної функції S в точці β1 набуває від’ємних значень, тому в цій 
точці сама функція S приймає найменшого із своїх можливих значень, в точці β2 – друга похідна 
додатна, тому в цій точці функція S приймає найбільшого із можливих своїх значень (рис. 2). Ще раз 
зауважимо, що 0< β1,2 <600. 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 2. Дослідження характеру екстремальних значень кута β за результатами другої похідної 
функції S 

 
Встановлюючи відношення параметрів характеристик сторони рівностороннього трикутника 

α та радіусу кола r, то дане відношення в кожній з екстремальних точок буде наступним: 
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Вся сумарна площа, по якій не співпадатимуть площі розглянутих у даній роботі фігур, буде в 

тричі більшою. Для встановлення чисельних значень відповідно найменшої та найбільшої таких 
площ в кожному з найдених екстремальних значень кута β для спрощень введемо позначення 
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Тоді стосовно кута β= β1 з використанням рівності (11) маємо 
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і тоді вся сумарна найменша площа з урахуванням результату (5) набуде вигляду: 
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Аналогічно при значенні β= β2  і  
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тоді маємо повну сумарну з урахуванням результату (5) найбільшу площу 
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Використовуючи рівність (1), можемо рівності (14) та (15) записати в еквівалентній формі 
через застосування довжини сторони α рівностороннього трикутника. 

 
5. Висновки 

1. Розглянуто питання щодо встановлення утворення екстремальної площі, по якій не 
співпадають профілі типу «круг» та «рівносторонній трикутник» зі спільним для них центром. 
Отримані значення відношень довжини сторони рівностороннього трикутника до величини радіуса 
круга, при яких утворюється відповідно мінімальне або максимальне значення вказаної площі. 

2. Результати проведених досліджень пошуку умов екстремальної різниці площі покриття 
однієї плоскої геометричної фігури як то площі рівностороннього трикутника площею круга можуть 
знайти застосування під час підготовки механічної обробки на верстатах з ЧПК виконавчих елементів 
роторно-поршневих ДВЗ, під час виготовлення деталей профільних з’єднань з рівновісним контуром, 
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у системах технічного зору, навігаційних та кореляційних приладах, задачах ефективного 
застосування площ сільськогосподарських угідь, тощо. 
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РЕШЕНИЕ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ АВТОМАТИЗАЦИИ ПОДГОТОВКИ СОВРЕМЕННЫХ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ 
В работе предлагается методика решения прикладных задач для подготовки 

технологических процессов механической обработки на станках с числовым программным 
управлением (ЧПУ) профильных поверхностей разного типа с целью обеспечения их 
дальнейшего точного соединения. В частности, исследуется вопрос оптимального покрытия 
профилем «равносторонний треугольник» профиля «круг» с общим центром указанных 
профилей. Данные задачи актуальны при обработке деталей роторно-поршневых ДВС и 
деталей профильных соединений с равноосным контуром. В работе получено значение функции, 
определяющей разницу площадей, по которой данные профили не совпадают, проведено 
исследование функции на экстремальность, установлены две точки ее экстремума в области 
определения. Установлены условия такого экстремального покрытия одного профиля другим 
профилем, приведены рисунки для постановки и решения поставленной задачи, сделаны выводы. 

Ключевые слова: автоматизация, технологический процесс, механическая обработка, 
площадь круга, площадь равностороннего треугольника, экстремальность функции. 

Ф. 15. Рис. 2. Лит. 11. 
 

SOLVING APPLIED PROBLEMS OF AUTOMATING THE PREPARATION OF MODERN 
TECHNOLOGICAL PROCESSES OF MECHANICAL PROCESSING 

The article proposes a technique for solving applied problems for the preparation of technological 
processes of mechanical processing on machine tools with numerical programmed control (CNC) of 
different types of profiled surfaces with the aim of ensuring their further precise connection. In 
particular, the question of the optimal coverage of the “circle” profile with the common center of these 
profiles by the “equilateral triangle” profile is investigated. These tasks are relevant in the processing of 
parts of rotary-piston internal combustion engines, parts of profile joints with equiaxial contour and in 
other similar technologies. In the work, the value of the function determining the difference of areas, 
according to which these profiles do not coincide, was obtained, the function was investigated for 
extremality, two points of its extremum were determined in the domain of definition, it was shown that at 
one of these points the function acquires a minimum . The conditions for such an extremal coverage of 
one profile in accordance with another profile are established, figures are given for the formulation and 
solution of the problem, conclusions are made. 

Keywords: automation, technological process, mechanical processing, area of a circle, area of an 
equilateral triangle, extremality of a function. 

F. 15. Fig. 2. Ref. 11. 
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