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Анотація 

Здійснено аналіз способу конструювання диференціального рівняння та отримання на цій основі 

залежності між осьовою та коловою компонентами пластичної деформації для описання напруженого стану 

вільної поверхні циліндричної заготовки під час її торцевого стиснення. Запропоновано узагальнення відомого 

співвідношення для можливості врахування більш жорсткого напруженого стану матеріалу на вільній бічній 

поверхні фланця під час операції штампування обкочуванням трубних кільцевих заготовок. 

Ключові слова: осьова та колова компоненти пластичної деформації, диференціальне рівняння, 

координатна сітка, показник напруженого стану, вільна бічна поверхня, фланець, штампування обкочуванням, 

конічний валок, трубна кільцева заготовка.  

Abstract 

An analysis of the method for constructing a differential equation and obtaining on this basis the relationship 

between the axial and circumferential components of plastic strain to describe the stress state of the free surface of a 

cylindrical billet during its compression was performed. A generalization of the well-known relation for the possibility 

of taking into account a more rigid stress state of the material on the free side surface of the flange during the initial 

stage of the rolling forging operation of annular tubular blanks was proposed. 

Keywords: axial and circumferential components of plastic strain, a differential equation, coordinate grid, stress 

tryaxiality, free side surface, flange, annular tubular blank, rolling forging. 

Вступ 

Штампування обкочуванням є не тільки широковідомим процесом деформування, що 

використовується як складова частина технологічного процесу виготовлення деталей, але й 

ефективним способом дослідження фізико-механічних властивостей матеріалів. Однією з найбільш 

поширених технологічних операцій штампування обкочуванням є висаджування зовнішніх фланців 

на трубних (кільцевих) заготовках. Як відомо [2, 3, 4, 5.] під час ШО трубних,  циліндричних зразків 

із малопластичних матеріалів на бічних поверхнях утворюються тріщини. 

Для побудови моделі деформовності матеріалу вказаних небезпечних зон заготовок необхідно 

побудувати залежності між компонентами пластичної деформації матеріалу вільної бічної поверхні 

фланця. 

В працях [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] запропоновано різні методи визначення траєкторії 

деформацій.  

Доволі ефективний спосіб побудови подібних залежностей на основі конструювання та 

розв’язання диференціальних рівнянь розвинено в працях [10, 11]. 

Метою роботи є аналіз зазначеного способу конструювання диференціального рівняння та 

отримання на цій основі залежності між осьовою z  та коловою   компонентами пластичної 

деформації для описання напруженого стану матеріалу вільної поверхні фланця заготовки під час 

операції висаджування методом штампування обкочуванням. 

Результати дослідження 

В [10, 11] зазначається, що в літературних джерелах до появи праць цих авторів були відсутні 

вимоги щодо побудови залежності між компонентами приростів деформацій на вільній бічній 

поверхні циліндричного зразка під час його торцевого стиснення.  



Розглянемо основні елементи аналітичної частини зазначеного експериментально-

аналітичного підходу [5, 7]. Запишемо залежність між осьовою z  та коловою 

логарифмічними деформаціями макрочастинки матеріалу заготовки:  

z ( )f  =   

В [7] розглядається бічна поверхня циліндричного зразка при торцевому стисненні та 

сформульовано умови до побудови цієї залежності у вигляді диференціального рівняння. 

На основі цих результатів сформулюємо умови для побудови аналогічної залежності для 

описання зміни деформованого стану вільної поверхні фланця заготовки під час операції 

висаджування методом ШО:  

• пропонується структура нелінійного диференціального рівняння 1-го порядку з

відокремлюваними змінними: 

z ( )
d

f
d









= ; 

• вважається, що в початковий момент деформування напружений стан матеріалу може

бути більш жорстким, ніж напружений стан одноосьового стиснення: 

( )z
0 1 , 0 1

d

d 




 


= = − +   ;  

• вважається, що при збільшенні деформації до як завгодно великої величини матимемо:

1
lim

2

zd

d




→
 − ; 

• внаслідок явища поступового переходу від циліндричної форми бічної поверхні до

бочкоподібної із збільшенням значення колової деформації  , у зв’язку із розвитком 

бочкоутворення бічної поверхні, відношення приростів осьової 
z  та колової   деформацій 

збільшується (за абсолютною величиною зменшується), тобто: 
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d d
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

 



 

 

 
  
  =  ; 

• умова якомога меншої кількості параметрів;

• умова інтегрованості диференціального рівняння та невеликої обчислювальної

складності розв’язку задачі визначення граничних деформацій; 

• структура диференціального рівняння має бути такою, щоб його розв’язок в

параметричній формі мав вигляд: 

1

3

( );

( ).i

t

e m f t

 =


= 
Слід зазначити, що при 1 =  умова (3) стає тотожною аналогічній умові, що 

сформульована авторами [1] для процесу торцевого стиснення циліндричного зразка: 

z
0 2

d

d 






= = − . 

Далі із застосуванням теорії течії буде показано, що ця умова відповідає напруженому 

стану одноосьового стиску: 

0 1


 = = − . 

Остання умова означає, що незалежно від умов тертя на торцях циліндричного зразка на 

початковій стадії торцевого стиснення матеріал вільної бічної поверхні перебуває в напруженому 

стані рівномірного стиснення. 



Відсутність таких умов суттєво ускладнює встановлення залежності між осьовою z  та 

коловою   компонентами пластичної деформації 

z ( )f    (1) 

на основі експериментальних даних по замірам зміни розмірів координатної сітки. Це пов’язане 

з відчутним розсіюванням подібних експериментальних даних та необхідністю використання 

похідних від залежності (1) під час визначення інваріантів напружено-деформованого стану 

матеріалу заготовки.  

В [10, 11] зазначається, що суттєвого покращення точності визначення інваріантів напружено-

деформованого стану матеріалу вільної бічної зони циліндричної заготовки під час її торцевого 

стиснення, можна досягти за рахунок побудови залежності (1) у вигляді диференціального рівняння, 

що задовольняє низці певних вимог. Авторами [10, 11] ці умови сформульовані та зазначається, що 

відоме співвідношення 
2

z

2 2

1 3
, 0

2 2

d m
m

d m 



 
    


, (2) 

задовольняє всі вказані умови, зокрема 

z
0 2

d

d 






   . (3) 

Параметр m  звичайно визначається на основі результатів замірів зміни розмірів координатної 

сітки. 

Із застосуванням теорії течії можна показати, що ця умова тотожна умові 

0 1


    , , (4) 

Це означає, що незалежно від умов тертя на торцях циліндричного зразка на початковій стадії 

торцевого стиснення матеріал вільної бічної поверхні перебуває в напруженому стані рівномірного 

стиснення. 

Особливої уваги заслуговує схема штампування обкочуванням, коли вершина конічного валка 

зміщена від осі заготовки в напряму плями контакту (рис. 1а). Ця схема дозволяє отримувати широкі 

фланці, проте вже на початкових стадіях обкочування периферійна зона фланця відходить з контакту 

з валком (рис. 1б), що формує на вільній поверхні досить жорстку схему напруженого стану. Тобто, 

вже на початковій стадії вказаного процесу має місце більш жорсткий напружений стан матеріалу 

небезпечних зон, у порівнянні з торцевим стисненням циліндричних зразків. 

а)  б) 

Рис. 1. Схема висаджування зовнішнього фланця заготовки методом штампування 

обкочуванням а) і форма перерізу сформованого фланця б) 

Отже, для побудови математичної моделі деформовності матеріалу небезпечних зон під час 

операції штампування обкочуванням трубних циліндричних зразків умову (3) необхідно узагальнити 

на випадок можливості відображення вказаної особливості. Іншими словами пропонується умову (3) 

записати в такому вигляді 
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Узагальнимо рівняння (2) з урахуванням останньої умови 
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. (6) 

Ми отримали диференціальне рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними. 

Розв’язанням цього диференціального рівняння отримаємо шукану залежність між осьовою z  та 

коловою   компонентами пластичної деформації для описання напруженого стану вільної поверхні 

заготовки під час операції штампування обкочуванням 
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. (7) 

Диференціальне рівняння (2) випливає із (6), як окремий випадок при 1  . Аналогічним 

чином, при цьому залежність (7) стає тотожною залежності 

z
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2 2
m arctg
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




 

 
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, (8) 

що досліджується в [10, 11] та є розв’язком диференціального рівняння (2). 

Висновки 

На основі способу конструювання диференціального рівняння, що задовольняє низку умов, 

отримано аналітичну залежність між осьовою z  та коловою   компонентами пластичної 

деформації матеріалу вільної бічної поверхні фланця заготовки під час операції штампування 

обкочуванням, коли вершина конічного валка зміщена від осі заготовки в напряму плями контакту. 

Ця залежність, параметри якої визначаються на основі експериментальних даних, є необхідною 

складовою для побудови моделі деформовності матеріалу небезпечних зон заготовок під час вказаних 

операцій.  
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